
在看到一篇 2008 年预测变分推断和机器学习交叉领域趋势的论文后，我就知道不需要在这方
面过于深入了。但仍需借对此的研究补充数学知识。

本文直接参考[1].
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根据 Intro 看，VI 用于估计贝叶斯学派提出的后验分布，优势是又快又不差。后验分布实际
上是一个综述性质的迭代算法，对复杂问题很难计算。

从信息理论开始：什么是熵？
了解熵公式的由来为止。

报文的信息量
说实话之前了解 RNN for NLP 的时候已经 overview 了一下，但我发觉现代科普性的文章只
会把东西变得更加云里雾里，所以还是从原始论文读起。

首要就是 Shanon 的 [2]. （其 intro 中提到的 Hartley 的 [3] 也可一读，只是晦涩些）

[2] 和 [3] 最开始提出的一个结论就是对于以某种特定编码编写的一段报文实例，在度量它
的信息量时应该使用 log𝑠 𝑠𝑁 = 𝑁 而不是 𝑠𝑁（𝑁 代表此报文实例所用的字符数，𝑠 是报文所
用编码的字符表大小）

这几乎就只是报文长度。Shannon 和 Hartley 都给出了很多理由————但都没有决定性的说服
力。除了营销号的牵强解释和一些智者的公理化分析之外，并没有什么非此两者还非常自然非
常严谨的 idea，我们只能看在它辉煌实绩的面子上勉强接受。

离散的信道容量
存在性/可计算性
定义式几乎只是在描述 bits/s，紧接着的一些存在性证明，我是说，证明是否对于任意编码
都能计算出离散时间的信道容量，在我看来主要是帮你复习代数。（注意下面的 𝑡 都是非负整
数，因为这一章是离散语境）



隐含的假设是 𝑁(𝑡) 的解析解为指数形式 𝑁(𝑡) = 𝐶𝑋𝑡（注意这里 𝑋 也是常数。虽然我们知道
基于离散编码本身的性质，这并不是假设。而且我们还知道 𝐶 = 0），于是 𝑁(𝑡) 的式子可以写
成 𝐶𝑋𝑡 = 𝐶𝑋𝑡−𝑡1 + 𝐶𝑋𝑡−𝑡2 + … + 𝐶𝑋𝑡−𝑡𝑛，两边同除 𝐶𝑋𝑡 就是文中给出的特征方程。

根据我们证明存在性的目的，读者可能比较关注特征方程的解集形式，正好原文给了一个例
子：
-- in lua shell
> 2^0.539
1.4529650495714
> mu = 2^0.539
> mu^-2 + mu^-4 + mu^-5 + mu^-7 + mu^-8 + mu^-10
0.99983286103003

好吧这个例子只是过过眼睛，直接分析：

0. 首先排除 simple case，𝑛 = 1 时必然有 𝑋 = 1，存在非负解。
1. 考虑 𝑍 = 𝑋−1，构造函数 𝑔(𝑍) = 𝑍𝑡1 + 𝑍𝑡2 + … + 𝑍𝑡𝑛 − 1，目标是找 𝑔(𝑥) 的非负零点
2. 由于 𝑛 > 1，有 𝑔(0) = −1,𝑔(1) ≥ 1，而 𝑔(𝑍) 是个分析上性质非常好的函数，故根据

介值定理，非负零点在 (0, 1) 之间

所以直接验证了上面给的数值例子，𝑋 一定有解且值大于一。

自动机约束下的存在性/可计算性
这里的约束由确定性有限自动机（DFA）描述，而且一定要注意这里的 || 不是行列式！作者只
是把自动机图的每条单向转移边用矩阵形式展示而已。

关于产生答案的过程，作者没有多解释，让我来补全：

实际上我们只是在计算时间 𝑡 的可能性，在没有自动机约束时这种可能性可以直接写成 𝑁(𝑡)，
但我们现在有约束，就要区分时间 𝑡 时我们在自动机的哪个节点上，故可以写出：

𝑁1(𝑡) + 𝑁2(𝑡) + … =一堆东西

由于有上一节的基础，剩下的事情就很显然了。

PART I 的 2,3,4,5 小节
是可以跳过的
作者想要拓展基于字母出现的频率为其分配莫尔斯编码，以减少整体信道占用的想法。

于是提出不能仅仅看信源的统计特征，还要用随机过程来为信源建模。

当然这里读者就不要深究细节了，这部分是香农那篇文章难得的过时内容，现代的 NLP 研究
已经向人们展示————大语言模型这样规模的东西才能为语言建模。

至于那些有关 ergodic 的随机过程的东西，你下一次在这篇文章里看到是在 PART III：
MATHEMATICAL PRELIMINARIES

哈哈，Man，我还能说什么呢。

任意离散分布的熵
熵在文中最初的想法是用于度量一个 任意随机过程 的不确定性，或者也可以说是信息量吧，
并量化为实数（众所周知，量化后就好办了，实数数值的优化算法研究有很多）。



任意随机过程有多复杂？读者可能还没意识到这个问题。回顾我们对编码信息量的讨论，时间
步 𝑡 时可能的编码数量为 𝑠𝑡，再举一个类似生成函数的例子，也就是类似 (𝑎+ 𝑏+ 𝑐)(𝑑+
𝑒+ 𝑓)(𝑔+ ℎ + 𝑖) 这样的随机过程，它们实际上都可以被类似乘法的东西描述。

而后面三条要求的第三条就展示了一种 “不可乘” 的随机过程。

继续，说那三条。

对 𝐻(𝑋) 提出的三条要求如今看来比较显然：

1. 要求是连续函数。这个太基本了，事实的微小误差的确可以导致概率分布的突变，但概
率分布的微小误差一定不能导致 𝐻(𝑋) 的突变，𝐻(𝑋) 应该是稳定而平滑的。这里的 idea
是：两个看起来很像的概率分布实际上差距就是很小。

2. 假设了一种不确定性最高的场景。实际上我们也可以轻易扩展这个要求：不论 𝑛 多大，
只要有 𝑝𝑖 = 1 且 𝑝𝑗 = 0 | 𝑗 ∈ [0,𝑛] ∧ 𝑗 ≠ 𝑖，𝐻(𝑋) 应取得最低的数值。这里只是划定了
上下界，实际没有太多解析意义，后续的公式推导也只是把这个当作入手点

3. 给出了一个 𝐻(1
2 , 1

3 , 1
6) = 𝐻(1

2 , 1
2) + 1

2𝐻(2
3 , 1

3) + 1
2𝐻(1, 0, 0, 0, …)，由于任意随机过程很可

能不是 “可乘的随机过程”，所以这里并没有给出类似 𝐻(𝑋[0,1]) = 𝐻(𝑋[0,1
2]𝑋[1

2,1]) =
𝐻(𝑋[0,1

2]) + 𝐻(𝑋[1
2,1]) 的东西。但 main idea 是不变的，这里还是想要采用类似 log

函数的东西，让决策分支带来的 𝐻(𝑋) 累计在数值上体现为相加而不是相乘

作者把公式的推理放到了附录二（在第 28,29 页左右），所以我们直接翻过去看。

首先这里 𝐴(𝑡𝑛) = 𝑛𝐴(𝑡) 之类的结果是不用疑虑的，符合上面第三条。（作者第一次看疑虑了
一瞬间，但验算后发现正确）

总能找到一个 𝑚 使得 𝑠𝑚 ≤ 𝑡𝑛 < 𝑠𝑚+1，也是个比较显然的事实。（提示点在于，这里为什么
不用 ≤ 𝑠𝑚+1呢）

后续的数值分析虽然过程容易理解，但萌新真的没了解过这方面哈哈，总之结果还是很惊艳的
| 𝐴(𝑡)𝐴(𝑠) − log 𝑡

log 𝑠 | < 2𝜀

如果说 𝐴(𝑛) 的解析满足了条件 2，那么接下来针对条件 3 的构造则更令人惊艳。

首先展示一下更容易理解的公式（我验算过了，读者放心用）：𝐴(∑𝑛𝑖) = 𝐻(𝑝1, …,𝑝𝑛) +
∑𝑝𝑖𝐴(𝑛𝑖)，它在描述一个条件三中提到过的那种两个时间步的随机过程，要么说这是个天才
的构造呢。读者按照条件三推导一下就自然能理解。

关于香农其它在熵方面的工作
文中额外涉及的就是联合熵和条件熵，以及连续分布的熵了。剩下的都是通信相关成果。

KL 散度
至于 KL 散度，这里有一些定性的简短说明，以思维实验的形式给出。

whynot
一个想法是对于这样一个度量 0 ≤ ∑𝑥∈𝑋|𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)| ≤ 2，令 ∑𝑥∈𝑋|𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)| = 2 时达到
D 的上界，换句话说此时 |𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)| = max(𝑝(𝑥),𝑞(𝑥))，且 min(𝑝(𝑥),𝑞(𝑥)) = 0

而这个度量的问题是，有个绝对值，不好对公式操作。这个绝对值甚至是必须的，因为计算
∑𝑥∈𝑋 𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥) 只会得到零。



或许这里我们可以回过头来看看 KL 散度的公式：∑𝑥∈𝑝(𝑋) 𝑝(𝑥) log(
𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥))，它在两个分布完全

一样时给出 0 的散度，而在两个分布完全不同时（此时 ∑𝑥∈𝑋|𝑝(𝑥) − 𝑞(𝑥)| = 2）不可避免地
要涉及 log(0) = −∞，且在此时散度总是给出 +∞

可以将此处使用 log(
𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)) 而不是 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥) 的原因解释为 log(

𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)) 可以分解为 log𝑝(𝑥) −

log𝑞(𝑥) 以避免 𝑝(𝑥)0  的情况出现，毕竟你可以选择把 log 0 解释成 lim
𝑥→0

log(𝑥) 的同时坚决
反对 1

0 这样情况的存在，但这属于代数系统的 corner case，并不能真正说服我们。

why？
查看 KL 散度第一次被提出的论文[4]，那时候就已经有测度论了……实际上作者直接给出了
log(

𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥))，并未说明来源。

但至少我们知道了不应该从 cross-entropy 入手。

没有变化量（Δ = 𝑄− 𝑃）的熵这回事，所以从熵的变化量的角度看一下 𝑃 和 𝑄 两个不同的
分布：

𝛿1 + 𝛿2 + … + 𝛿𝑛 = 0
𝑞𝑖 = 𝑝𝑖 + 𝛿𝑖

Q的熵 = ∑
𝑖

(𝑝(𝑥𝑖) + 𝛿𝑖) log(𝑝(𝑥𝑖) + 𝛿𝑖) = ∑
𝑖
𝑝(𝑥𝑖) log(𝑝(𝑥𝑖) + 𝛿𝑖) + 𝛿𝑖 log(𝑝(𝑥𝑖) + 𝛿𝑖)

那么就有熵的变化量 𝐻(𝑄) − 𝐻(𝑃) ：

∑
𝑖
𝑝(𝑥𝑖) log

(
𝑝(𝑥𝑖) + 𝛿𝑖
𝑝(𝑥𝑖) )

+ 𝛿𝑖 log(𝑝(𝑥𝑖) + 𝛿𝑖)

虽然这玩意实际上只是把 ∑𝑄 log𝑄− 𝑃 log𝑄+ 𝑃 log𝑄− 𝑃 log𝑃 = ∑𝑄 log𝑄− 𝑃 log𝑃 以更
拗口的方式表示了一下，但也让我们的目光转向了 𝑃 log𝑄 和 𝑄 log𝑃 这两者。

实际上，现有的约束不足以将这个熵的差分进行定量分析，但回到我们原本的目的，找出衡量
两种分布区别的方法，或许不需要完整分析这整个公式，而是分成两部分：

∑𝑄 log𝑄− 𝑃 log𝑄 = ∑(𝑄− 𝑃) log𝑄

∑𝑃 log𝑄− 𝑃 log𝑃 = ∑𝑃 log 𝑄𝑃

实际上这两种均有其意义，后者是 KL 散度的形式，前者虽没有标准名称，但问了 LLM，它编
了一些若有若无的东西出来。总之，对 KL 散度的追溯就告一段落。



Forward vs. Reverse KL

图 1 前向 KL 散度(a) vs 反向 KL 散度(b,c)

可以看到由于前向 KL 散度把 P（原始分布）有而 Q（近似分布）无的情况惩罚值设的太大，
所以了现出了一种倾向于变成原分布超集的行为，后向类似。

由于限制了近似分布 𝑄 为单峰，才能为我们展示这两种 KL 散度的 “缺陷”。

本质上是 KL 散度不好避免 lim
𝑛→0

log𝑛 = +∞ 这种东西的出现。

ELBO
Evidence Lower BOund，ELBO，实际上代表了一种简化 KL 散度优化器的方法。

这里提前补充一些知识，KL 散度优化器实际上要做的是求一个近似分布 𝑄(𝑍)，要求最小化
𝒟𝐾𝐿(𝑄(𝑍) ‖𝑃(𝑍 | 𝑋))，这里的 𝑃(𝑍 ‖ 𝑋) 是后验分布，也就是贝叶斯学派的迭代算法收敛出来的那
个分布。

但这个 KL 散度优化器根本没有意义，毕竟都算出后验分布了就不需要一个近似的分布 Q 了

继续补充知识，贝叶斯迭代算法长这样：

what I wanted is 𝑃(𝑍 | 𝑋)
∀𝑧 ∈ 𝑍

𝑝(𝑧 | 𝑋) = 𝑝(𝑋 | 𝑧)
𝑝(𝑋)

𝑝(𝑧)

这里的迭代初始给定一个先验 𝑝(𝑍)，然后根据公式算出后验 𝑝(𝑍 | 𝑋)，每次迭代将上一步的后
验 𝑝(𝑍 | 𝑋) 作为这一次的先验 𝑝(𝑍)，算出新的后验。

这种迭代预计会让 𝑃(𝑍 | 𝑋) 收敛，只要在 𝑋 中加入新数据就可以继续迭代。

要理解它为什么生效，重点是 𝑝(𝑋 | 𝑍)
𝑝(𝑋) 。这其中 𝑃(𝑋 | 𝑍) 是似然关于 𝑍 的分布很好理解，而这

里的 𝑝(𝑋) = ∫
𝑧∈𝑍

𝑝(𝑋 | 𝑧)𝑝(𝑧)d𝑧，学名叫边缘似然，其实就是 𝔼𝑍∼𝑃(𝑍)[𝑃(𝑋 | 𝑍)]，它边缘掉的是 𝑍

维度。

所以 𝑝(𝑋 | 𝑍)
𝑝(𝑋)  实际上是在迭代中激励那些似然超出平均值的 𝑧，很好理解。



补充完知识，继续说 ELBO，它源于一个等式 𝒟𝐾𝐿(𝑄(𝑍) ‖𝑃(𝑍 | 𝑋)) = log𝑝(𝑥) − ELBO(𝑄)，这里
的 log𝑝(𝑥) 就是边缘似然，所以这里面的数值关系就很显然了：

log𝑝(𝑥) = 𝒟𝐾𝐿(𝑄(𝑍) ‖𝑃(𝑍 | 𝑋)) + ELBO(𝑄)
𝒟𝐾𝐿(𝑄(𝑍) ‖𝑃(𝑍 | 𝑋)) ≥ 0
log𝑝(𝑥) ≥ ELBO(𝑄)

所以为什么叫 Lower Bound，下界，是因为我们基于上面的数值关系，可以将最小化 KL 散度
的行为转化为最大化 ELBO，而 ELBO 正好是边缘似然的下界。

接下来好好看看 ELBO(Q) 的公式：

ELBO(𝑄) = 𝔼𝑧∼𝑄[log𝑝(𝑥 | 𝑧)𝑝(𝑧) − log𝑞(𝑧)]
= 𝔼𝑧∼𝑄[log𝑝(𝑥 | 𝑧)] − 𝒟𝐾𝐿(𝑄(𝑍) ‖𝑃(𝑍))

这里又多出一个散度，但这个散度是可以在迭代过程中顺便计算的，ELBO 的意义就在于此。

散度项前面是交叉边缘对数似然（我自己起的名字）。

假设我们迭代进行最大化 ELBO 的过程，负的散度项让 𝑄 不要与先验偏离太远，而交叉边缘
对数似然鼓励 𝑄 的分布更加关注 𝑃(𝑋 | 𝑍) 中高似然的部分，所以这会是一个健全的迭代算法。

VAE
D. P. Kingma and M. Welling. Auto-encoding variational bayes. arXiv preprint
arXiv:1312.6114, 2013.
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